WS 07/08 

zu Aufgabe 9 

1. (a) Sei U = N das Universum. 

(b) Seien 3(P) = P = {2n | n £ N} und 3(Q) = Q = {2 n — 1 | n £ N}. Dann 
ist P die Menge der geraden natiirlichen Zahlen, und Q ist die Menge der 
ungeraden natiirlichen Zahlen. Da jede natiirliche Zahl gerade oder ungerade 
ist, ist 3 (Vrc(P(x) V Q(x))) = 1. 

2. (a) Sei U = N das Universum. 

(b) Seien 3(P) = P = {2n | n £ N} und 3{Q) = Q = {2n + 1 | n € N}. Dann 
ist P die Menge der geraden natiirlichen Zahlen, und Q ist die Menge der 
ungeraden natiirlichen Zahlen, die > 3 sind. Da 1 weder in P noch in Q 
liegt, ist 3(Vx(P(a:) V Q{x))) = 0. 


Nachklausur 07/08 


zu Aufgabe 9 

Es gilt 


-i((A VB)A {~>C V D)) 


->(A VS) V V D) De Morgan 

(~<A A -i B) V ->(->C V D) De Morgan 

(-■A A ->B) V (-i-i C A -i D) De Morgan 
(-i A A -i B) V(CA -i D) Negationsregel. 


Dann ist (-o4 A ->B) V (C A ->D) eine Negationsnormalform der Formel -i((A VB) A 
hCVD)). 
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Aufgabe 9 

Sei U = Z das Universum bei folgenden Interpretationen. 

1. Fur alle x,y £ Z sei P(x, y) die Aussage x = y. Dann ist die Formel VxVy(P(x, y) 
P(y,x) wahr, das heifit, es gibt eine Interpretation, fur die a wahr ist. Somit ist 
nicht widerspruchsvoll. 

2. Fiir alle x,y £ Z sei P(x, y) die Aussage x < y. Dann ist die Formel VxVy(P(ar, y) 
P(y, x) falsch, das heifit, es gibt eine Interpretation, fur die a falsch ist. Somit ist 
nicht tautologisch. 



SS 09 

q: Q ist schuldig. 
r: R ist schuldig. 

Die Vorermittlungen der Kommissarin ergeben damit: 

1. g V r —*■ -ip 

2. -.pV->r-»g 

3 . r —* p 

Diese Aussagen miissen wir mit A verkniipfen und iiberpriifen, unter welchen Vorausset- 
zungen an p, q und r sie sich als wahr herausstellt. 

Wir berechnen die Wahrheitstafel fiir (q V r —> -ip) A (->p V ->r —*■ q) A (r —»p), wobei wir 
diese allerdings nur so weit ausfullen, bis klar ist, was der Wahrheitswert von (g V r —» 
-i p) A (->p V ->r —> g) A (r —► p) ist. 


p 

9 

r 

q V r -* ->p 

->p V ->r —> q 

r^p 

(q V r —> -ip) A (->p V ->r —> q) A (r —> p) 

1 

1 

1 

0 



0 

1 

0 

1 

0 



0 

1 

1 

0 

0 



0 

1 

0 

0 

1 

0 


0 

0 

1 

1 

1 

1 

0 

0 

0 

0 

1 

1 

0 


0 

0 

1 

0 

1 

1 

1 

1 

0 

0 

0 

1 

0 


0 


Damit ist der Fall eindeutig gelost: Q ist schuldig imd P und R sind vmschuldig. Andere 
Moglichkeiten kann es nicht geben. 
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Aufgabe 7 

Gegeben sind Atome A, B, C, D. Als Pramissen sind 

1. A —► C V 

2. B\/C-*D 

3. AaB 

gegeben, aus denen mittels eines formalen Beweises nachgewiesen wird, dass dann C gilt: 


1 . 

A-»CV ->£) 

Pramisse 

2. 

BVC->D 

Pramisse 

3. 

A/\B 

Pramisse 

4. 

B 

3., Vereinfachung 

5. 

BVC 

4., Ausdehnung 

6. 

D 

5., 2., Modus ponens 

7. 

A 

3., Vereinfachung 

8. 

C V ->£) 

7., 1., Modus ponens 

9. 

iDvC 

8., Kommutativgesetz 

10. 

D C 

9., Implikation 

11. 

C 

6., 10., Modus ponens 


Damit ist gezeigt, dass unter den genannten Pramissen die Aussage C gilt. 
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Aufgabe 8 

Seien A, B Atome und a = A —» B, (3 = ->A —* ->B, 7 = ->{A A B) damit gebildete 
Formeln. 

1. Fiir die Konjunktion der Formeln a, (3 und 7 gilt: 

a A (3 A 7 Konjunktion der Formeln 

as (A —» B) A (-iA —> ->B) A -i(A A B) Implikationen ersetzen 

as (-A. VB)A (—•(—>A) V -iB) A ->(A A B) Doppelte Negation 

as (-A V B) A (A V ->B) A ->(A A B) De Morgan 

as (-A V B) A (A V -i B) A (->A V ->B) Konjunkive Normalform, 

Distributivgesetz 

as (-A V B) A ((A A -1 A) V -<B) Aquivalenzen A1 und A2 

as (-A V B) A ->B Distributivgesetz 

as (-A A iB) V (B A ->B) Aquivalenzen Al und A2 

as -A A -'B Negationsnormalform 

mit den beiden Aquivalenzen Al und A 2 , die fiir jede Formel o gelten: 

Al a A —i<7 as 0, 

A2 <rVOasOVcrascr. 

2. Sei 3 eine Bewertung der Formeln, welche mit den Atomen A und B gebildet werden 
konnen. Wenn gemafi der Voraussetzung CJ(a) = 3(/3) = 3(j) = 1 ist, gilt aufgrund 
der gezeigten Aquivalenz aA/?A 7 as -.AA->B, dass 0(->AA-'B) = 3 (aA/ 3 A 7 ) = 1 ist. 
Da einer Konjimktion von Formeln nur dann der Wert 1 zugeordnet wird, wenn alien 
Formeln der Wert 1 zugeordnet ist, folgt 3{->A) = 0(->B) = 1. Mit der Definition fiir 
die Negation ergibt sich 0(A) = 0 und 0(B) = 0. 
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Aufgabe 9 

Die gegebene Formel wird mittels Aquivalenzumformungen in eine Negations- und diese 
dann in eine disjunktive Normalform mit moglichst wenig Konjunktionen uberfiihrt; hierzu 
werden auch die vereinbarten Aquivalenzen ftV->a w 1 (VI) und (3 Al « /3 (V2) fiir Formeln 


a und (3 verwendet (siehe Vereinbarung 20.1.29 in der Kurseinheit 7): 

Aufgabe 9 


Die gegebene Formel wird mittels Aquivalenzumformungen in eine Negations- und diese 
dann in eine pranexe Normalform uberfiihrt: 


->3x(VyP(y, x) -> 3yQ(y,c)) 

« -i3x(VyP(y, x) —> 3zQ(z, c )) 

« -i3x(-i(V yP(y, x)) V 3 zQ(z, c)) 
« Vx-i(-<(VyP(y, x)) V 3 zQ(z, c )) 
« Vx(->->(VyP(y, x)) A ->3 zQ(z, c)) 
Vx(VyP(y, x) A ->3 zQ(z, c)) 

« Vx(VyP(y, x) A Vz-.Q(z, c)) 

» Vx(Vy(P(y, x) A Vz-<>(.z, c))) 
w Vx(Vy(Vz-><2(z, c) A P(y, x))) 

~ Vx(Vy(Vz(->Q(z, c) A P(y, x)))) 
R3 VxVyVz(-»<2(z, c) A P(y, x)) 


Umbenennung 

Implikation 

Quantorwechsel 

De Morgan 

Doppelte Negation 

Quantorwechsel 

Negationsnormalform, 

Quantifizierung 

Kommutativgesetz 

Quantifizierung 

Klammern 

pranexe Normalform 
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Aufgabe 9 

Die gegebene Formel wird mittels Aquivalenzumformungen in eine Negations- und diese 
dann in eine pranexe Normalform iiberfuhrt: 

-i3x(VyP(y, x) —> 3yQ(y, c)) Umbenennung 

as -i3x(VyP(y, x) —» 3 zQ(z, c )) Implikation 

as ->3x(->(VyP(y, x)) V 3zQ(z, c)) Quantorwechsel 
as Vx->(-«(VyP(y,x)) V 3zQ(z, c)) De Morgan 
as Vx(->->(VyP(y, x)) A ->3zQ(z,c)) Doppelte Negation 
as Vx(VyP(y, x) A ->3zQ(z, c)) Quantorwechsel 

as Vx(VyP(y, x) A Vz~>Q(z, c)) Negationsnormalform, 

Quantifizierung 

as Vx(Vy(P(y,x) A Vz-iQ(z, c))) Kommutativgesetz 
as Vx(Vy(Vz->Q(z, c) A P(y,x))) Quantifizierung 
as Vx(Vy(Vz(-iQ(z, c) A P(y, x)))) Klammern 
as VxVyVz(->Q(z, c) A P(y, x)) pranexe Normalform 
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Aufgabe 10 

1. Seien a = {A V B) —» A und 0 = B (A A B). Eine Wahrheitstafel fiir a und 0 
kann dann so aussehen: 



Die vierte imd sechste Spalte der Wahrheitstafel zeigen, dass a und 0 Equivalent 
sind. 

2. Wir erhalten 

a = (A V B) -» A 

as ->(A V B) V A Junktor-Minimierung 

as (-i A A ->B) V A De Morgan 

as (-iA \J A) A (-B V A.) Distributivgesetze 
as (-B V A) ->A V A as 1 und a A 1 as cr 

B (A A B) 

->B V (A A B) Junktor-Minimierung 

(~>B V A) A (-<B V B) Distributivgesetze 
(->B V A) -i B V B ss 1 und a A 1 ssa 

Dies zeigt, dass a und 0 Equivalent sind. 
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Aufgabe 8 

(a) Die Formel a = (A V B) A (->A V ~>B) ist erfiillbar, aber weder tautologisch noch 
widerspruchsvoll. Mit der Bewertung 1(A) = 1 und 1(B) = 0 gilt 1(a) = 1, und 
mit der Bewertung 1(A) = 1 und 1(B) = 1 gilt 1(a) = 0. 

(b) Die Formel 7 = ((A A B) -> C) (A —► (B —► C)) ist eine Tautologie. Fiir den 
zweiten Teil der Formel gilt namlich 

A -¥ (B -> C) ~ ->A V (B -¥ C) (Junktorminimierung) 

ss -1 A V (~>B V C) (Junktor minimi erung) 

ss (->A V -1 B) V C (Assoziativgesetze) 

ss -i(A A B) V C (deMorgan) 

ss (A A B) -¥ C (Junktor m i nimi erung ruckwarts) 

Damit stehen in 7 links und rechts von der Aquivalenz aquivalente Formeln, 7 ist 
also immer erfullt und damit eine Tautologie (was man natiirlich auch mit einer 
Wahrheitstafel zeigen kann). 


WS 13/14 

Aufgabe 8 

Aus der Wahrheitstafel folgt unmittelbar (durch -Aufzahlung der Einsen“) die DNF 
Q ss (u4 A -<fl A —«C7) V (-iA ABAC)V(JABAC) 

Diese konnen wir weiter umformen zu 

a ss (-<A A A -iC) V ((->A A (B AC)) V (A A (B A C))) Klanunern setzen 

sss \->A A ->B A - 1 C) V ((-<A V A) A (B A C7)) Distributivgesetz 

ss (-«A A ->B A ->C) V ((B A C)) ->A V A a 1 und 1 A 0 » & 

ss (-.A A ->B A - 1 C) V(BAC) Klammern weglassen . 

Dies ist ebenfalls eine Disjunktion von Monomen, also eine disjunktive Normalform von 

q, mit nur noch zwei Monomen. 

Aus dieser letzten Form erhalteu wir 

a ss ((->A A ->B A ->C) V 2?) A ((->A A ->B A ->C) V C) Distributivgesetz 

» ((->A V J3) A (~>B VB)A (—«C7 V B)) 

A((-iA V C) A (->B V C) A (~>C V C)) Distributivgesetz 

ss ((->A VB)A (-C V B)) A ((->A V C) A (—>J3 V C)) -.A V A a 1 und 1 A 0 « 

ss (-.A VB)A (->C VB) A (->A V C) A (->2? V C) Klammern weglassen . 


Das ist eine Konjunktion von Klauseln, also eine konjunktive Normalform vou a. 
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Aufgabe 8 

1 . (a) 

Vz(P(x) -> 3y(L(x,y) A -(3z(M(z) A V(z,y ))))) 


(b) 

(Vx(P(x) -> 3yL(x,y))) -> (->(3z(M(,z) A Vu(P(u) -► F(z,u))))) 

2. Es gibt eine Losung, die eine Losung fiir alle Probleme ist. 
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Aufgabe 8 

Wir erhalten 

o = ((P V ~>C) A ~>D) —> ->A 

~ ->A V ->((P V ->C) A ->P) Junktorminimierung 

~ ->A V (~>(P V ->C) V £>) de Morgan, Negationsregel 

« ->A V ((-iP A C) V D) de Morgan 

« ->A V (->P A C)V D Klammern weglassen . 

Dies ist eine Disjunktion von Monomen, also eine disjunktive Normalform von a. 
Aus dieser letzten Form erhalten wir 

a « (~>A V (~>B A C)) V D Klammern 

a « ((-iA V ->B) A (->A V C)) V D Distributivgesetz 

a « ((->A V ->P) V D) A ((->A V C) V D) Distributivgesetz 

a rs (->A V -i B V D) A (->A VCVD) Klammern weglassen . 

Das ist eine Konjunktion von Klauseln, also eine konjunktive Normalform von a. 
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Aufgabe 7 

1. In der Formel VxP(x) —> P(y) ist x gebunden und y frei. 

2. In der Formel VxP(x) —> Q(x, y) ist x in P(x) gebunden. In Q(x, y) sind x und y 
frei. 

3. In der Formel Vx(P(x) —> Q(x, y)) ist x in P(x) gebimden. In Q(x, y) ist x gebunden 
und y frei. 

4. In der Formel Q(x, y) —» 3t/P(x) sind alle Variablensymbole frei. 
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Aufgabe 8 


a) Wir erhalten 


q = (i^B)V(C-+(BAD)) 

rs (->A V B) V {~'C V(BA D)) Junktorminimierung 
« ->A VBV —'C V(BAB) Klammern weglassen . 


Dies ist bereits eine Disjunktion von Monomen, also eine disjunktive Normalform von a. 
Aus dieser letzten Form erhalten wir 


a ttt (->A V B V ->C) V (B A D) 

« ((-<A V B V ->C) V B) A ((->A V B V -i(7) V D) 
« (-.A V B V ->C V B) A (-.A V B V ->C V D) 

« (->A VBV ->C) A (~>A N/BV-iCN/B) 


Klammern 
Distributivgesetz 
Klammern weglassen 
Kommutativgesetz, Idempotenz . 


Das ist eine Konjunktion von Klauseln, also eine konjunktive Normalform von a. 

b) Die Wahrheitstafel ergibt 


fi\ 

7 

p V 7 

A (/? V 7 ) 

0 

0 

0 

0 

1 

0 

1 

1 

0 

1 

1 

0 

1 

1 

1 

1 


Der Vergleich der ersten und letzten Spalte zeigt, dass (3 und /? A (/9 V 7 ) Equivalent sind. 

c) Die KNF, die wir in Teil a) fur a gefunden haben, hat (wenn wir wieder entsprechend 
klammern) die Form 

a*/3 A(0Vj) 


mit ft = ->A VBV - 1 C ,7 = D. Nach Teil b) gilt damit 


a w = - 1 A VBV ->C 

- und das ist als einzelne Klausel gleichzeitig DNF und KNF. Insbesondere ist a von D 
unabhangig. 
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Aufgabe 8 

Wir formen beide Formeln so lange mit Hilfe der Aquivalenzregeln um, bis die Negations- 
zeichen direkt vor den Atomen bzw. Primformeln stehen. 

(a) 

-.((A VS) A (^B V C )) « -.(A VB)V -.(-.S V C) (De Morgan) 

« (-iA A -■ B) V (—i—iB A — <C) (De Morgan) 

(-iA A -i B) V(fiA — iC) (Negationsregel), 

und die letzte Formel ist in Negationsnormalform. 

(b) 

-.(Vx3y(/?(x, y) A (-<?(y)))) « 3x(-.(3y(i?(x, y) A (~<>(y))))) (Quantorwechsel) 
3x\/y(-<(R(x, y) A (“'Q(y))) (Quantorwechsel) 

« 3xVy(->.R(x, y) V -i-iQ(y)) (De Morgan) 

« 3xVy(-if2(x, y) V Q(y)) (Negationsregel), 

und diese Formel ist in Negationsnormalform. 
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Aufgabe 8 

Wir erhalten 

a = (D V (S A --C)) -4 A 

w A V ->(D V(BA —<C)) Junktorminimierung 

« A V (->D A ->(S A iC)) de Morgan 

« A V (->D A (->S V -i—iC)) de Morgan 

« A V (-iD A (->S V C)) doppelte Vemeinung 

« (A V ->£>) A (A V (-if? V C)) Distributivgesetz 

w (A V -iD) A (A V ~>B V C) Klammern weglassen . 

Dies ist eine Konjunktion von Klauseln, also eine konjunktive Normalform von a. 

Wenn wir oben in der 5. Zeile wieder einsteigen, erhalten wir 
a « A V (~>D A (~>B V C)) 

a ms A V ((-if? A ->B) V ( ->D A C)) Distributivgesetz 

o « AV (~>D A -i B) V (->£) A C) Klammern weglassen 

Das ist eine Disjunktion von Monomen, also eine disjunktive Normalform von a. 
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Aufgabe 8 

(a) Als Wahrheitstafel fair die Formel a = ((P Q) A (R V Q)) -» (P A Q) erhalten wir: 


p 

Q 

R 

P ->Q 

RVQ 

(P^Q)/\(RVQ) 

PAQ 

a 

0 

0 

0 

1 

0 

0 

0 

1 

1 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

1 

0 

1 

0 

1 

1 

1 

0 

0 

0 

0 

1 

1 

1 

1 

0 

0 

1 

1 

0 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

0 

1 

0 

1 

0 

0 

1 

0 

1 

1 

1 

1 

1 

0 

0 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 


Wir sehen, dass die Formel erfiillbar ist, denn es gibt eine Bewertung der Atome 
(z.B. 3(P) = 3(Q) = 3(R) =0), so dass die Bewertung der Formel 1 ist. 

(b) Wir beginnen mit der ersten Formel und versuchen, sie mit Hilfe der Aquivalenzregeln 
in die zweite zu iiberfiihren. 

(P A ((Q A R) V (Q A ->R))) V (R A Q) « (P A (Q A (R V ~^R))) V {R A Q) 
(Distributivgesetze) 

(P A (Q A 1)) V (R A Q) 

(a V ->a ss 1) 

» (P A Q) V {R A Q) 

(a A 1 ss a) 
ss (P V i?) A Q 
(Distributivgesetze). 


Also sind die beiden Formeln logisch aquivalent. 
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Aufgabe 8 

(a) Die Wahrheitstafel fur die Formel sieht folgendermafien aus: 


A 

LAJ 

[£l 

B A i(7 

A->(BA -i<7) 

-A V(7 

->B -> (-iA V C) 

a 

~0 

0 

0 

0 

1 

1 

1 

T" 

1 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

l 

0 

1 

0 

1 

1 

1 

1 

i 

0 

0 

1 

0 

1 

1 

1 

l 

0 

1 

1 

0 

1 

1 

1 

i 

1 

0 

1 

0 

0 

1 

1 

l 

1 

1 

0 

1 

1 

0 

1 

i 

1 

1 

1 

0 

0 

1 

1 

l 


Da die Formel a fur jede Bewertung der Atome die Bewertung 1 besitzt, ist es eine 

Tautologie. 

(b) Es gilt 

(A —> (B A ->C)) —> (->B —>■ (-i A V C)) ~ (-> A V(BA -iC)) ->(BV (->A V C))( Junktorminimierun 
ss -i(-iA V (B A - >C)) V(BV (-A V (7)) (Junktorminimierui 
w (A A -t(B A -.C)) V {B V (-.A V C)) (De Morgan) 

« (A A (-B V O) V (B V (-.A V C)) (De Morgan) 

« (AA (~>B V C)) VflV -iA V <7 (Klammern) 

Die letzte Formel ist in Negationsnormalform. 
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Aufgabe 8 

Wir erhalten 


a = (A —> B) V (C —> (A A B)) 

« (B V -iyl) V ((4 AS) V ->C) Junktorminimierung 
« B V -u4 V(iAB)V —'C Klammern weglassen . 

Dies ist schon eine Disjunktion von Monomen, also eine disjunktive Normalform von a. 

Wenn wir darauf das Kommutativgesetz anwenden und erneut Klammern setzen, erhalten 
wir 


a « (i A B) V (5 V ->A V ->C) 

« {A V (S V -i>l V ->C)) A (BV(BV -u4 V ->(?)) Distributivgesetz 

« (AvBV ->j4 V ->C) A (B\/ B\/ —i^4 V -iC) Klammern weglassen ; 

Das ist bereits eine Konjmiktion von Klauseln, also eine konjimktive Normalform; sie kann 
deutlich „verschonert“ werden durch 

a » 1 A (B V B V ->A V ->C) (4 V ->4 = 1,1 V = 1) 

as (BV -iA V ->C) 1 A /? = /?, Idempotenz . 

Das ist eine einzelne Klausel, also ebenfalls eine konjunktive Normalform von a (und 
gleichzeitig ebenfalls eine disjunktive Normalform!). 
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Aufgabe 8 

(a) Die Wahrheitstafel fur a sieht folgendermafien aus: 


A 

B 

c 

A-> J3 

B++C 

(A -> 5) A (B ++ C) 

A A B 

a 

ir 

~0~ 

~o~ 

1 

1 

1 

0 

T 

i 

0 

0 

0 

1 

0 

0 

i 

0 

1 

0 

1 

0 

0 

0 

i 

0 

0 

1 

1 

0 

0 

0 

i 

i 

1 

0 

1 

0 

0 

1 

i 

i 

0 

1 

0 

0 

0 

0 

i 

0 

1 

1 

1 

1 

1 

0 

0 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 


Also ist a erfiillbar, aber nicht tautologisch, und nicht widerspruchsvoll. 

(b) Es gilt 

a « ((-iA Vfi) A (~>B V C) A (B V ~>C)) -¥ (A A B) (Junktorminimierung, Klammern) 
« -i ((-i A V B) A (-ifi VC)A(BV ->C)) V(AAB) (Junktorminimierung) 
w —.(((—-A VB)A (-.B V C)) A (5 V -.C)) V(AAB) Klammern 
« (—>((—>A VB)A (-iB V C )) V -i(B V ^C)) V(AaB) (DeMorgan) 

« (—1(—«A VB)V V C) V ->(i? V ->(?)) V(AAB) (DeMorgan,Klammern) 

«(AA ->2?) V (5 A -•C') V (-d? AC)V(AAB) (DeMorgan, Klammern). 


Dies ist eine disjunktive Normalform fur a. 



